
m ∈ Z, m �= 0, 1は平方因数をもたないとする. ２次体の整数環

R =




Z[
√

m] = {a + b
√

m | a, b ∈ Z} （ m ≡ 2, 3 (mod 4)のとき）

Z

[
1 +
√

m

2

]
=

{
a + b

1 +
√

m

2

∣∣∣∣ a, b ∈ Z

}
（ m ≡ 1 (mod 4)のとき）

において 素数 p ∈ Zで生成される単項イデアル (p) = pR = {pr | r ∈ R}は以下のように R の素イデアル（実は, 極大イデアル）の積で表される.

素数 p

m mod 4
2 3 1

(
ω =

1 +
√

m

2
, ω2 − ω − m− 1

4
= 0

)
m ≡ 1 (mod 8) のとき (2) = (2, ω)(2, −1 + ω)

2 (2) = (2,
√

m)2 (2) = (2, 1 +
√

m)2 m ≡ 5 (mod 8) のとき R/(2) ∼= Z[X]/(2, X2 −X + 1)
∼= (Z/2Z) [X]/(X2 −X + 1) ∼= F4 は体だから (2) は R の素イデアル

(p) = (p,
√

m)2

p | m R/(p,
√

m) ∼= Z[X]/(p, X, X2 −m) (p) = (p, −h + ω)2 ←− (p �= 2 より ∃h ∈ Z s.t. 2h ≡ 1 (mod p) )
∼= Z[X]/(p, X) ∼= Z/pZ

p ≥ 3

(
m

p

)
= 1 (p) = (p, a +

√
m)(p, −a +

√
m)

(p)

= (p, ah− h + ω)(p, −ah− h + ω)
←−

(
p �= 2 より ∃h ∈ Z

s.t. 2h ≡ 1 (mod p)

)

p � | m R/(p) ∼= Z[X]/(p, X2 −m) R/(p) ∼= Z[X]

/(
p, X2 −X − m− 1

4

)
　(

m

p

)
= −1 ∼= (Z/pZ) [X]/(X2 −m︸ ︷︷ ︸

既約

) ∼= Fp2 は体だから ∼= (Z/pZ) [X]

/(
X2 −X − m− 1

4︸ ︷︷ ︸
既約

)
∼= Fp2 は体だから

(p)は R の素イデアル (p)は R の素イデアル 　

上の表において

(
m

p

)
=




1 （∃a ∈ Z s.t. a2 ≡ m (mod p)）

−1（その他）

( ·
p

)
: (Z/pZ)× −→ {±1}


 1 −1

1 1 −1
−1 −1 1


 は準同型写像,即ち

∀m, n ∈ (Z/pZ)×に対し
(

mn

p

)
=

(
m

p

)(
n

p

)
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